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INTRODUCTION

Les recurrences d'ordre superieur a deux, interviennent dans la definition
des fonctions continues generalisees [1]. En particulier, les recurrences
d'ordre superieur a deux verifiees par des suites de polynomes representent
les meiUeurs approximants de Pade vectoriels [2J ou simultanes [3].

nest donc interessant d'etudier dans queUes conditions une suite de
polynomes definie par une fonction generatrice de type azero, strictement
lip (p ~ 2) orthogonale verifie une recurrence d'ordre (p + 1)

p-I
Pn+p+I(X)=(X-[3n+p)Pn+p(x)- L y~P+-pI_-/)Pn+p_I_v(X), n~O

V~O

(Rl)

avec les conditions initiales

q-2
Pq(x)=(x-[3q_d Pq_I(X)- L y:=f=t Pq-2-Ji(X),

Ji~O

(R2)
2~q~p.

Si £ est la forme lineaire canonique associee a la suite {Pn(x)} n;;, 0,

c'est-a-dire telle que:

£(1)=1,

on a la propriete suivante [6]:

(R3)

£(PnPm)=O, n~mp+l,m~O.
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(R4)
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On dit qu'une suite {Pn(x)}n;;.O, verifiant (R4) est lip orthogonale; si de
plus elle verifie:

n~O (R5)

on dit qu'elle est strictement lip orthogonale.
Vne suite verifiant (R1), (R2) et telle que y~ # a pour tout n =. 1[p], est

strictement lip orthogonale [6].
Reciproquement, une suite de polynomes strictement lip orthogonale

etant donnee, par exemple it l'aide d'une fonction generatrice, verifie-t-elle
necessairement une reCurrence d'ordre (p+ 1)?

On demontre dans Ie paragraphe 3 de la premiere partie que la reponse
est negative. Pour cela, on considere des suites de polynomes strictement
lip orthogonales de type A zero [7]. C'est-a-dire definies a l'aide d'une
fonction generatrice de la forme:

(R6)

Pour demontrer ce resultat, on se base sur une caracterisation des suites
de polynomes strictement lip orthogonales en general, puis sur une carac
terisation de ces suites qui sont en plus de type A zero.

Par contre, la seconde partie sera consacree a l'etude des suites
strictement demi-orthogonales de type A zero verifiant soit une recurrence
d'ordre trois ou une recurrence d'ordre quatre, en mettant en evidence
toutes les suites demi-orthogonales de type A zero et en citant d'autres
resultats extraits de [8].

I. VNE CARACTERISATION DES POLYNOMES STRICTEMENT

lip (p ~ 2) ORTHOGONAUX DE TYPE A ZERO

O. Soit {Pn(x)} n;;' 0 une suite de polynomes normalises
n-l

Pn(x) = xn+ L Pn,v XV
V~O

definis par la fonction generatrice

(1.0.1 )

(1.0.2)
n;30

et soit .:e la forme lineaire associee it la suite {Pn(x)} n;;' 0 et definie par:

(1.0.3 )
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et considerons la [onction:

(
G(S' I))

R(s, I) =!l' 1_ sx .

69

(1.0.4 )

LEMME 1.0.1. Si la suite {P,,(x)}n?'O esl definie par (1.0.2), alors on a la
relation:

au

<Pm(t)= I rm,n l"= I IX,,+m~,,(t),
,,;;>0 ,,;;>0

m~O (1.0.5 )

et

rm," = C" !l'(xm Pn(X)),

IXn = !l'(xn),

m~O, n~O

n~O

(1.0.6)

(1.0.7)

~,,(t) = I ckPk,n tk.
k;;::.n

DEMONSTRATION. D'apres (1.0.2) et (1.0.4), on a:

(1.0.8 )

R(s, t) =!l' C~o (sx)m G(x, t)) = m~o sm!l' (x
m,,~o cnP,,(x) t")

= I sm I Cn Sf(xm P,,(x)) I"
m~O n~O

c'est-a-dire

R(s, t) = L rm,,,smt".
m,n';30

De meme d'apres (1.0,1) et (1.0.2) on peut toujours ecrire:

G(x, t) = L ~,,(t) x"
n;'>-;O

soit:

R(s, t) = Sf (_1_ L ~,,(t) X") = L ~,,(t)}l' (-1x" )
1- sx ,,?, 0 " ?' 0 - sx

= L ~,,(t)!l' (X" L (sx)m) = L ~n(t) L an+msm

n~O m~O n~O m~O

(1.0.9)
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m~O

(1.0.10)

soit en comparant (1.0.9) et (1.0.10) on obtient la relation recherchee. (*)

LEMME 1.0.2. rPo(t) verifie les proprietes suivantes:

(1.0.11 )

et la suite des moments {an} n~ 0 de la forme f£ est determinee apartir de ao
par !'equation

rPo(t) = constante.

DEMONSTRATION. Les conditions (1.0.3) impliquent que:

rO,n=O, n~ 1

soit

d'oll (1.0.11).
Si rPo(t) = constante c'est-a-dire

L anct'n( t) = constante,
n;;?;O

ce qui determine parfaitement les moments an de la forme f£ a partir
de ao. (*)

1. Caracterisation des polynomes strictement lip (p ~ 2) orthogonaux

DEFINITION 1.1.1. Soit f£ une forme lineaire definie sur l'espace vec
toriel des polynomes sur iC et soit un entier fixe p (p ~ 2). Vne suite
{Pn(x)} n~ 0 de polynomes est dite strictement lip orthogonale relativement
a f£ si elle verifie les conditions suivantes:

f£(xmpn(x» =0

f£(xnpnp(x» #0

n~mp+ 1, m~O

n~O.

(1.1.2 )

On peut maintenant caracteriser les suites strictement lip (p ~ 2, p :fixe)
orthogonales:
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THl30REME 1.1.3. La suite {Pn(x)} donnee par (I.0.1) et (1.0.2) est une
suite strictement lip orthogonale par rapport a 2 dont les moments som
determines par (1.0.11) si et seulement si chaque rPm(t) dejini par (10.5) est
un polynome de degre pm exactement.

Demonstration. Supposons que la suite {Pn(x)} definie par (1.0.2) est
une suite strictement lip orthogonale relativement it 2. Alors d'apres
(1.1.3) on a:

r m," = 0

r m,pm =1= 0

et ainsi d'apres (1.0.12):

n~mp+ 1, m~O

m~O

(U.4)

pm
rPm(t) = L r m," t",

,,=0
r m,pm =1= 0, m ~ O.

Reciproquement, soit {P,,(x)} une suite de polynomes donnee par (1.0.2)
et telle que chaque rPm(t) donnee par (1.0.5) soh un polynome de degre mp
exactement pour tout m ~ 0,

En particulier, la condition rPo(t) =const =1= 0, determine parfaitement la
suite {~,,} et par consequent une forme lineaire 2 definie par (1.0.7).
L'hypothese implique (1.1.4), c'est-a-dire (1.1.2) d'apres (1.0.6). (*)

Remarque 1.1.4. La demonstration prec6dente est purement formelle; il
est facile de la justifier, en introduisant les sommes partielles suivantes:

k

Gk(x, t)= L c"Pn(x) tn
,,=0

Ainsi:

k

Gk(x, t) = L ~"k(t) x".
,,~o

Si on pose:

k

rPmk(t)= L iXn+m~nk(t),
,,=0

alors les conditions (1.1.2) impliquent que rPmk(t) est un polynome de degre
mp exactement pour m = 0, 1, ..:, q. Reciproquement, on remarque que la
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condition rPak(t) = const, foumit les memes relations de recurrence pour
lIa, II 1> .•• , lI q que la condition (1.0.11). Puisque k est quelconque, la suite
{lin} est alors parfaitement determinee apartir de lIa'

Appliquons maintenant ce resultat general, pour etudier les suites de
polynomes strictement lip (p ~ 2) orthogonales definies a l'aide d'une
fonction generatrice de A type zero.

2. Caracterisation des suites de polynomes strictement lip (p ~ 2, p :jixe)
orthogonales dejinies par une jonction generatrice de A type zero

DEFINITION 1.2.1. Vne suite {Pn(x)} n;;> a de polynomes est dite de type
A zero, si elle est definie a l'aide d'une [onction generatrice de la forme:

ou

tn

G(x, t) = A(t) exH(t) = L Pn(x) I"
n;;>a n.

(1.2.1 )

A(t)= L antn;
n~O n~l

(1.2.2 )

Dans ce paragraphe, on donne une caracterisation des suites de
polynomes {Pn(x)} n;;> a, strictement lip orthogonales a l'aide de deux
equations differentielles, verifiees respectivement par les fonctions A et H.

Notons par J la fonction reciproque de H, soit

J(H(t» = t.

lei, avec les notations du paragraphe 0, on a:

f6'n(t) = A(t) Hn~t)
t.

et, d'apres Ie th60reme (1.1.3), on a aussi:

n~O

m~O

(1.2.3 )

(1.2.4 )

pm

rPm(t) = L rm,n tn,
n=a

Soit, en identifiant, on aura:

r m,pm =1= 0, m ~ O. (1.2.5)

pm un
L rm,nr(u) =A(J(u» L C(n+m n!

n=O n~O

m~O. (1.2.6 )



LES POLYNOMES lip DE TYPE SCHEFFER

En posant

un
B(u)= L IXnf

n;'O n.

alors de (1.2.6), on a:

rO,O

B(u) = A(J(u))

73

(1.2.7)

(1.2.8 )

On peut toujours supposer ro,o = 1, cela revient a considerer une forme
lineaire ff' normalisee (ff' (1) = 1).

LEMME 1.2.2. Si la suite {Pn(x)} donm!e par (1.2.1) est strictement lip
orthogonale, alars les fonctions Bet J verifient necessairement:

ou

B'(u)
B(u) = Sp(J(u)) (1.2.9 )

et

Sp(t) = f r1,n tn,
n=O

(1.2.10)

ou

(1.2.11)

2p
R 2p(t) = L r2,n tn- S;(t),

n=O

r2,2p =1= O. (1.2.12 )

Demonstration. D'apres la definition de B et la relation (1.2.6) on a
pour m = 1

p 1 un
L r1,nr(U)=B( ) L IX n+ 1f

n=O U n~O n.

et d'apres (1.2.7), on a:
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B'(u) p n

B(u) = n~o rl,n J (u) = Sp(J(U))

d'ou (1.2.9) et (1.2.10),
Pour m = 2, on a d'apres (I.2,6)

soit en derivant (1.2.9), et en remplat;ant B"(u)/B(u), on a:

p-l ~

J'(u) I (n+1)rl,n+l F (U)= L r2,nJ"(u)-S;(J(u))=R2P(J(u))
n~O n~O

d'ou les relations (1.2.11) et (1.2.12). (*)

Reciproquement, supposons que les fonctions J et B verifient respec
tivement les equations differentielles suivantes:

J'(u) S~(J(u))= R2p(J(u))

B'(u)
B(u) = Sp(J(u)); B(O) = 1

ou
p

Sp(t)= L Un tn,
n~O

2p
R 2p(t)= L Pn r

n~O

on suppose de plus que:

(1.2.13 )

(I.2.14 )

(1.2.15)

(1.2.16)

(1.2.17)

Ces conditions sont-elles suffisantes pour assurer que 1Jm(t), donnee par
(1.2.4) soit un polynome de degre mp exactement?

On a:
Hn(t)

1Jo(t)=A(t) I (Xn--,-=A(t) B(H(t)) = 1.
n~O n.
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Ainsi, rPo(t) est un polynome de degre 0, d'apres la relation (1.2.8), la
suite {an}n;;>O, etant determinee par (1.2.7).

D'autre part de la relation (1.2.4) on a:

egalement

m~l (1.2.18)

Ainsi pour m = 1, on a de (1.2.18):

m~O. (1.2.19)

e'est-a-dire rPj(t) = Sp(t). La fonetion rPj(t) est done bien un polynome de
degre p.

Lorsque m = 2, on a toujours de (1.2.18):

d
rPz(J(u)) = du rPj(J(u» + Sp(J(u») q)j(J(u»

mais, d/du rPl (J(u) =d/du Sp (J(u) =J'(u) S;(J(u) =RZp(J(u» soit:

rPz(t) = Rzp(t) + Sp(t) rPI(t) = Rzp(t) + S;(t).

C'est bien un polynome de degre 2p exaetement, en vertu de l'hypothese
(1.2.17).

Lorsque m = 3, on a:

or

d d
du rPz(J(u» = du (Rzp(J(u)) + S;(J(u»)

= J'( u){ R2p(J(u» + 2Sp(J(u») S~(J(u»}

= Rzp(J(u»· R;p(J(u)) + 2S (J( » R (J( »
S;(J(u)) p U Zp U

done:

R (t) R' (t)
"'(t) = 2p 2p + 3S (t) R (t) + S3(t)
'1'3 S;tt) p zp p'

(1.2.20)
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Ains4 pour que tP3 soit un polynome, il faut et il suffit que la fraction
rationelle, qui intervient au second membre Ie soil.

Deux cas sont possibles:

Premier cas.·
p+l

R 2p(t)=S;(t) L evtv.
v=o

Dans ce cas, on a pour ¢J3(t)

p+l

. tP3(t) = (R;p(t) + 3S;(t) Sp(t)) L evtV + S;(t).
V~O

(1.2.21 )

(1.2.22)

Le polynome tP3(t) est effectivement de degre 3p exactement lorsque:

(J; (ep + 1 +!)(ep
+ 1+~) ;60,

. (Jp p (Jp 2p

Dans ce cas l'Cquation differentielle (1.2.13) devient:

p+l

J'(u) = L eJV(u).
V~O

(1.2.23 )

(1.2.24 )

AU on est amene aprendre eo = 1.
On montrera plus loin que les suites mises en evidence dans ce cas,

verifient une recurrence d'ordre (p + 1), et on etudiera dans quelles
conditions ces suites sont strictement lip orthogonales.

Second cas.

(1.2.25)

ou
p

Sp(t) = L Xv tV.
v=o

On obtient alors Ie systeme suivant:

(n + 1) = {Lk=O (k + 1) (Jk+ lXn-k>
Pn+l 2p-(n+l)

Lk=O (n+k+ 1-p) (In+k+l-pXp-k,

Dans ce cas:

0~n~p-1

p~n~2p-1.

(1.2.26)
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Le polynome ~3 est effectivement de degre 3p exactement, lorsque:

(Jp (i + (Jp) (Xp+ (Jp) #0.

Traitons d'abord Ie second cas.
De (1.2.18), on a:
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m~O. (1.2.27)

Dans l'hypothese (1.2.25), pour que ¢Jm+it) soit un polynome, il faut et
il suffit que ~'m(t) soit divisible par S~(t). C'est-a-dire:

(1.2.28 )

alors
(1.2.29 )

LEMME 1.2.3. Lorsque (1.2.25) est verifiee, pour que ¢Jm(t) soit un
polyn8me pour chaque m ~ 1, it faut et it suffit que:

Demonstration. On a

(1.2.30 )

~l(t)=Sp(t), done

~2(t) = R 2p(t) + Sip(t),

¢J~(t)=S~(t) et ~l,l(t)=l

done ¢J~(t) = R~p(t) = 2Sp(t) S~(t)

soit ~~(t) = S~(t) ¢J21(t) avec ¢J21(t) = Sp(t) + 2Sp(t), il en resulte que:

¢J3(t) = R 2p(t) ~21(t) + Sp(t) ~2(t)

est un polynome et

¢J;( t) = R~p(t) ¢J21 (t) + R 2p(t) ¢J~1 (t) + S~(t) ¢J2( t) + Sp(t) ¢J~(t)

= S~(t){Sp(t) ¢J21(t) + ¢J2(t) + Sp(t) ¢J21(t)} + R 2p(t) ¢J~l(t)

done, ¢J;(t) est divisible par S~(t) si et seulement si ¢J~l(t) l'est, et cela est
possible si et seulement si (1.2.30) est realisee.

Dans ces conditions ¢J~1(t)=(c+2)S~(t) et done ¢J22(t)=c+2.
Procedons par recurrence, et suppasons que:

O::::;r::::;m-l
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avee rPm,O(t)=rPm(t) et rPm,m(t)=eonstante, rPm,m+l(t)=O, m~O. Alors de
(1.2.29), on a:

rPm+l(t) = S;(t) Sp(t) rPm,l(t) + R 2p(t) rP'""I(t) + S;(t) rPm(t) + Sp(t) rP'",(t)

= S;(t){Sp(t) rPm,I(t) + R 2p(t) rPm,2(t) + rPm(t) + Sp(t) rPm,I(t)}

done

supposons qu'on ait trouve:

rPm + 1) t) = arrPm,r -1 (t) + (brSp(t) + Sp(t) rPm,r(t) + R 2p(t) rPm,r + 1(t)

(1.2.31 )

alors:

rP'", + l,r(t) = arrP'""r- l(t) + (cbr+ 1) S;(t) rPm,r(t) + R;p(t) rPm,r + 1(t)

+ (brSp(t) + Sp(t)) rP'",)t) + R 2p(t) rP'""r+ 1(t)

= S;(t){ arrPm)t) + (cbr+ 1) rPm,r(t)

+ (brSp(t) + Sp(t)) rPm,r+ 1(t) + Sp(t) rPm,r+ 1(t)

+ R 2p(t) rPm,r+2(t)}

done:

rPm + l,r+ 1(t) = (a r+ brc + 1) rPm,r(t) + {(br+ 1) Sp(t) + Sp(t)} rPm,r+ 1(t)

+ R 2p(t) rPm,r+At).

II en resulte que:

ar+1 = ar+ cbr+ 1

br + 1 =br +l

soit

ar = 1+ (r - 1) ( 1+ ~).

Dans ces conditions, ou m = r la relation (1.2.31) nous donne:

(1.2.32 )
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d'ou <P;" + 1,m(t) = S~(t){ am <Pm,m(t) + (me + 1) <Pm,m(t)} c'est-a-dire
<Pm+l,m+l(t) = (am + em + 1) <Pm,m(t) = am+l<Pm,m(t). Ainsi, chaque
<P'", + 1,r(t), 0:( r :( m est divisible par S~( t) et !fIm + I,m + 1(t) = constante.

La propriete est done demontree. (*)

La condition (1.2.30), s'exprime alors par:

Xv = cav,

et Ie systeme (1.2.26) devient:

l:(v:(p (1.2.33 )

PROPOSITION 1.2.4. Lorsque R~p(t) = S;(t) Sp(t), chaque polynome !fIm(t)
est de degre pm exactement si et seulement si

m~1. (1.2.35 )

Demonstration. Notons par !fIm(t) = Kmt pm + ... et <Pm,l(t) =
Km,l tp(m-l) + '" d'ou apres la relation (12.28)

soit

l'egalite (1.2.29) fournit alors:

soit aussi:

Km+ 1 = !ap(cm + 2) Km,

Revenons au premier cas:

m~1.(*)

PROPOSITION 12.5. Lorsque R 2p(t) = S~(t) I:e:J 8 ptV
, chaque polynome

<Pm(t) est de degre mp exaetement si et seulement si

640/54/1-6

(
(3 1 )a ~+- #0,

P a
p

pm m~1. (1.2.36)
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Demonstration. On a de (1.2.18)

p+l
~m+l(t)=~'m(t) L 6)vtv+Sp(t)~m(t)

V~O

d'ou avec les notations precedentes:

(
6)P+l 1)Km + 1 =(Jp --+- ,

(Jp pm
m~1.(*)

3. Determination des recurrences verifiees par les suites {Pn(x) }n;;' 0

Revenons it la fonction generatrice (1.2.1)

soit, en derivant, cette' dernil~re par rapport a t on a:

oG [A'(t) , ]
Di= A(t)+xH(t) G(x,t).

(I.3.1 )

(I.3.2 )

LEMME 1.3.1. Les fonctions A et H, verifient respectivement les equations
differentielles suivantes:

_ _A'(_t) = -"SP:..;..(t....:....)~S~i:...:.(....:.t)
A(t) R 2p(t)

H'(t) = S~(t) .
R 2p(t)

Demonstration. D'apres (1.2.8) et (1.2.14), on a:

A'(J(u)) ,
- A(J(u)) . J (u) = Sp(J(u))

comme J'(u) S~(J(u)) = R 2p(J(u)), alors:

A'(J(u)) _ Sp(J(u)) S~(J(u))

A(J(u)) - R 2p(J(u))

c'est-a-dire:

A'(t) Sp(t) S~(t)

-.A(t) = R 2p(t) ,

d'ou (I.3.3).

(1.3.3 )

(1.3.4)
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De meme on a de (1.2.13):

J'(H) . S~(J(H)) = Rzp(J(H)),

soit
dH S~(J(H))

dJ Rzp(J(H))'

c'est-a-dire:

d'ou (1.3.4).(*)

81

THl30REME 1.3.2. Les suites de polynomes {Pn(x)}n;;.o, mises en evidence
dans le primier cas, c'est-a-dire lorsque Rzp(t) = S;(t) L~~Je v tV, verifient la
recurrence d'ordre (p + I) suivante:

p

Pn+1(x)= {(x-O"o)-ned Pn(x)- I [n], {O"s+(n-s) es+d Pn-s(X),

n~O (1.3.5)

ou [n]s=n(n-l)·.·(n+l-s),s~l et la convention [n]s=Osin<s.

Demonstration. Lorsque Rzp(t) = S;(t) L~~J evtV, les relations (1.3.3)
et (1.3.4) deviennent respectivement:

A'(t)

A(t)

et d'apn::s (1.3.2) on a

et
1

H' (t) - -=-----:--
-,>,p+l e tV

-,-v=o v

(1.3.6)

8G p+l

at· I evtV=(x-Sp(t))·G(x,t)
v=o

soit:

d'ou

soit en identifiant, on obtient la relation (1.3.5). (*)
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THEOREME 1.3.3. Les suites {Pn(x)} n'" 0 de polynomes, mises en evidence
dans Ie second cas, c'est-a-dire lorsque

et s~(t) = cS~(t)

verifient une recurrence d'ordre 2p, dont les p premiers sont a coefficients
polynomiaux de premier degre. Cette recurrence est de la forme

(JIPn+I(X)=:~~ {(V+1)C1v+IX-(c~n:1v)+1)

x kto (k+ 1) (Jk+lC1 v_k} [n]vPn_v(x)

2p-l (c(n-v) )- I: [n]v 1 + 1
V~P v+

x fP ~~:1J (k + v + 1- p) C1k+ v+ I_p(JP _ k}

XPn_v(X), n~O (1.3.7)

avec [n]v=n(n-1)···(n+1-v), v~O et les conventions [n]o=1,
[n]s=O, n<s.

Demonstration. D'apres Ies relations (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3) et (1.3.4),
on a:

et d'apres Ie systeme (1.2.26), R 2p(t) s'ecrit:

En remarquant que Po = (Jl' en vertu de Ia relation (1.2.13) et J'(O) = 1, et
d'apres (1.2.30), S~(t) Sp(t) s'ecrit:

S~(t)Sp(t)=:~~ Lto (k+1)(Jk+IC1V_k}tV

2p-1 {2P -(V+IJ }
+ v~p k~O (k+v+1-p)(Jk+v+l_p(Jp_k tV
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soit par identification, on obtient (1.3.7). (*)

Remarque 1.3.4. Ces formes de recurrences sont nouvelles, et
n'apparaissent pas par exemple dans Ie cas de l'orthogonalite, c'est-a-dire
lorsque p = 1.

4. Conclusion

D'apres Ie theoreme (1.3.3), on peut enoncer maintenant Ie resultat
suivant: Dne suite {Pn(X)}n",O' de polynomes strictement lip (p;;':2)
orthogonale relativement a une forme lineaire fE, ne verifie pas
necessairement une recurrence d'ordre p + 1.

H. ETUDE DES POLYNOMES STRICTEMENT DEMI-ORTHOGONAUX

DE TYPE A ZERO

On va utiliser maintenant les resultats de la caracterisation ptecedente
pour faire une etude plus approfondie des suites {Pn(x)} n'" 0' lorsque p = 2,
en determinant toutes les familIes de polynomes demi-orthogonales, et en
citant quelques resultats extraits de [8].

1. Etude des polynomes strictement demi-orthogonau;:c verifiant une
recurrence d'ordre trois

COROLLAIRE DU THEOREME 1.3.2. Lorsque R 4(t)=S;(t) L~~oevtv, les
suites de polynomes {Pn(x)}n",O' verifient la recurrence d'ordre trois:

P n + 3(X)= {(x-O"o)+(n+2)(a+p+y)} P n + 2(x)

- (n + 2){ 0" 1 + (n + l)(ap + a')' + py)} Pn + 1(x)

- (n + l)(n + 2){ 0"2 -nap,),} Pn(x); n;;':O
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avec les conditions initiales:

PROPOSITION 11.1.1. II existe neuf familles de polynomes strictement
demi-orthogonales verifiant une recurrence d'ordre trois.

Demonstration. D'apres les relations (1.3.6), on a:

1
H' (t) - ..,....--::----:::-----:;-----::---:;

-1 +0It+02 t2 +03t3

A'(t) (J0 + (J I t + a 2 t2

A(t) = -1 +0lt+ Ojf +03t3'

Soit, en ecrivant:

on distingue les cas suivants:

(11.1.1 )

(111.2 )

(A) ex={3=y=O; (0 1 =02 =03=0)

(B) ex={3=10; (y=03=0)

(C) ex =10, {3=y=O; (0 1 =10, O2 =03=0)

(D) ex=l{3=10,Y=0; (0 2 =10, 03=0)

Dl ex et {3 sont deux racines reelles

D2 ex et {3 sont deux racines conjuguees

(E) ex={3=y=lO; (03=10)

(F) ex={3=1y; (03=10)

(G) ex =I{3 =ly; (03=10)

G 1 ex, {3, et y sont reelles

G2 une racine reelle et deux racines conjuguees.

Determinons maintenant les couples de forictions (H; A) dans chacun
des cas enumeres ci-dessus en remarquant que H(O) = 0 et A(O) = 1.

Pour plus de clarte et d'esprit pratique, ces couples (H; A) seront
representes dans Ie tableau suivant (tableau I).

Remarque 11.1.2. (1°) Les trois suites mises en evidence dans les cas
E, F et G sont inedites, et ne se reduisent pas aux polynomes de Meixner
lorsque (J 2 = 0, [4].

(2°) Par contre, les polynomes mis en evidence dans les cas A, B, C
et D generalisent respectivement les polynomes de: Hermite, Laguerre,
Poisson-Charlier et Euler.
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Tableau I
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CAS H(I) A(I)

A I

C ~LOg(_I_)
~ 1-~1

D _I LOg(~)
P-~ I-PI

B
I

I ~~I

11(2-1)
E 2(1-1)2

~I 1

(ct-"l)'I-al

F

(

1- rJ.1)'/(a_)')2+Log --
1-"1/

., ) {[Ul 2U 2 ] I(1-rJ.I)""a exp -+--
rJ. rJ.2 1-1

{ [~UO+UI+(UJrJ.)J 1 '}xexp - ._-
rJ.-"I 1-rJ.1

G

Log{ (1- rJ.t)-a!«a-PlIa-)'))

X (l_pt)-PIIIP-a)(P-Yl)

x (1-"lI)-y/((y-a)(y-P))}

(3°) On peut demontrer que les suites de polynomes mises en
evidence dans les cas A, B, C, D et E verifient soit:

-une equation differentielle d'ordre 3 ou

-une equation aux differences finies d'ordre 3, voir [8J,

qu'on recapitulera dans Ie tableau suivant (tableau II).

Remarque II.1.l L'equation aux differences finies verifiee par la suite
de polynomes dans Ie cas D, generalise cene obtenue par Meixner [4] dans
Ie cas de l'orthogonalite.

2. Etude des polynomes strictement demi-orthogonaux verlfiant une
recurrence d'ordre quatre

COROLLAIRE DU TIffioREME 1.3.3. Lorsque R~(t) = 82(t) 5'2(t) etS2(t) ==



86

CAS

BOUKHEMIS ET MARONI

Tableau II

Equation differentielle "ou aux differences finies"

B {1X2(X-G"o)-o:<1 j -G"2} P(~)(x)+ {21X(X-G"o)-G"j +1X2} P~(x)

+ {(x-G"o)-(n-I)IX} P~(x)-nPn(x)=O; n;;;'O

C {1X2(X-G"o)-IXG"j -G"2+ 21X3 } .d;Pn(X) + {21X(X-G"o)-G"j + (4-n) 1X2} .d;Pn(x)
+ {(x-G"o) +2(I-n) IX} .d,Pn(x) -nPn(x) =0; n;;;' 0

{1X 2(X-G"o)-IXG"j + G"2 + 21X 2(IX-P)} .d;_flPn(x)
D + {21X(X-G"o)-G"j +1X[(4-n)lX+ (n-3)pJ} .d'~flPn(x)

+ {(x - G"o) + (1- n)(21X - P)} .d,_flPn(x) -nPn(x) = 0; n;;;' 0

E h3(x, n) P~3)(X) +4h2(x, n) P~(x) +2IXh j (x, n) P~(x) - naPn(x) = 0

CS;(t), les suites de pofynomes {Pn(x)}n~O verifient fa recurrence d'ordre
quatre

PROPOSITION II.2.1. Il existe cinq familles de pofynomes strictement
demi-orthogonales verifiant une recurrence d'ordre quatre.

Demonstration. D'apres la relation (1.2.34), Ri t) s'ecrit de la maniere
suivante:

A'(t)

A(t)

R 4(t)=(JI H(Jl tZ (I + :: tr + Xot (1 + :: t) + I}
et les relations (1.3.3) et (1.3.4) nOllS donnent

H'(t) = 1 + 2((Jz/(Jd t
(cI2) (JI tZ(1 + ((Jz/(JI) t)Z + Xot(1 + ((Jz/(Jd t) + 1

(1 + 2((Jz/(J d) t)( (J0 + (J I t + (JztZ
)

(II.2.1 )

(11.2.2)

(11.2.3 )
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Soit en posant z = t(l + (a 2/ad t), on obtient:

avec

87

et (II.2.4 )

De meme, on peut ecrire:

ou

Ainsi on a:

~ a 1t2
( 1+:: tr+ Xot(1+:: t) + 1

Tableau III

(II.2.5)

CAS H(t) A(t)

exp { - ~1 H 2(t l -GOH(t l }

(1 +zlH(t))l/zi exp { -(;: + GO) H(t l }
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Tableau IV

Equation differentielle

4U2Ujp~4)(X) ~ (8U2X - uil P~3)(X) +2 {2 :: x2- UjX + (2n - 3) U2} P~(x)
K

+ {X2-2(2n-l)~X+ (n-1)Ul} P~(x)-n {x-(n+ I) ::} Pn(x)=O, n~O

L g4(X) P(~)(x) + g3(X) p~3l(x) + g2(X, n) P~(n) + gl(X, n) P~(x)
+ go(x, n) Pn(x)=O, n~O

ce qui nous donne les cas suivants:

(K) c=Xo=o; (~1='1J=~2=1]2=0)

(L) c~o, c~ -21m, m?; 1, Zl =Z2 et ~l ~I]l

(M) c=O, Xo~O, (~2=1]2=0) et ~1~1]1

(N) c ~ 0, c ~ - 21m, m?; 1 et Z 1 ~ Z 2

N1 Z 1 et Z 2 sont n~elles

N2 Z 1 et Z 2 sont complexes. (*)

Remarque II.2.S. On n'a pas considere les cas ou ~ 1 = I] 1 car on se
ramene a l'un des cas paragraphe precedent.

Determinons maintenant les couples de fonctions (H; A) dans les cas
cites ci-dessus, qu'on representera dans Ie tableau (tableau III).

Remarque II.2.3. On peut demontrer [8] que les suites mises en
evidence dans les cas K et L verifient respectivement une equation differen
tielle d'ordre 4 (tableau IV).

3. Determination des fonctions poids pour les suites {Pn(x)} n;> 0

Notons par ljJ(x), la fonction poids lorsqu'elle existe pour la suite des
polynomes {Pn(x)}, alors on a:

Tableau V

K A(J(H))-l = e(UI!2)H'Ho/f

L A(J(H))-l = (1 +zlH)-U'!Z; e«U,!Z,) HolH

M A(J(H))-l =exp {;i (zlH -1 +eZIH)+uoH}

N A(J(H))-l=eXP(UoH)X( Z~-Z2 H)u'!Z'Z2
zleZ2 -Z2 eZ\



CAS A(J(H))-1

e(GIf2)H2

Tableau VI

.Fonction poids

I{!'(x) = rx>12ul

Zj>O:

Equation differentielle

AP~4) + B(x) p~31

+ C(x, n) P; +D(x, n) P~
+D(x, n) P~+E(x, n) p.=O

-Bl- Soit IZd > IZ21

I{!(x)=cstesaufx.= +~-Zjn (n=O,I, ... )
ZI

1 (rJ )nl{!(x.+O)-I{!(xn-O)=;;f Zf

a 1
I{!(x)=cste,saufxn= - ZI -(ZI- Z2)n, (n=O, 1, ... )

(
zz)n (k zlZ1ZZ)l/t(xn-O)-l/t(xn-O)= -Z,' n

-82- Soit Im(Zd > Im(Zz)

(
Z )XI(ZI-Zl) (x a)l/t'(x)= _.2 r __'_+ 1

ZI ZZ-ZI zizz-Zd

xr(z, ~Zz+Zl(Z:~ZZ)} -00 <x< 00; larg ( - ~:)I <n

lILA

II

IV.B

ela,IZJlH(l +ZI H )-UIIi';

exp {0"1 }Zf (ZI H - 1+r
ZIH

)

{
Z, - Z2 }aJiZIZl

Z,e-Z,H _ Z;ZIH

I{!'(x) = {( -x + (adZd)-1 -lal/Z;lexlZ"
0; ,

ZI<O:

I{!'(X)={O;
(x -a liZ,) -1 -la,/Z;l exIZ, ;

-oo<x< -rJI!ZI
-a 1/Z, <x< +00

-00 <x< -adZl
-at/Z l<x<oo

g4(X, n) P~4)+ g3(X, n) P~3)

+ g2(X, n) P; + gl(X, n) P~
+go(x,n)Pa=O

~

~
~
0>

~
V'
.....
~

~

~
V'
n

I

00
\0
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LEMME II.3.1. Lalonetion poids ljJ(x), lorsqu'elle existe verifie la relation

f
+OO 1 f+oo
-00 e

xH
dljJ(x) = A(J(H)) -00 dljJ(x). (11.3.1)

Demonstration. En multipliant la relation (1.2.1) par ljJ(x) et en
intl~grant dans l'intervalle - 00 < x < 00, on a:

Comme

n~l

car la suite {Pn(x)}n;"O est strictement demi-orthogonale alors,

A(t) roo exH(t) dljJ(x) = roo dljJ(t),
-(() -00

soit

f
+OO 1 f+oo
-00 e

xH
dljJ(x) = A(J(H)) -00 dljJ(x). (*)

Remarques II.3.2. (P) D'apres la relation (II.3.l), on constate que la
fonction poids depend de la nature de la fonction A, ce qui donne comme
fonction pour chacun des cas precedents (tableau V).

(2°) Les fonctions A(J(H))-1 obtenues dans chacun des cas
precedents, sont exactement celles obtenues par Meixner [4] dans Ie cas
des suites orthogonales.

(30) En considerant done 0"1>0 (et en prenant 0"0=0, ce qui est
toujours possible, on obtient les memes fonctions qu'on recapitule dans Ie
tableau precedent (tableau VI).
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