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INTRODUCTION

Les récurrences d’ordre supérieur & deux, interviennent dans la définition
des fonctions continues généralisées [1]. En particulier, les récurrences
d’ordre supérieur a deux vérifiées par des suites de polyndmes représentent
les meilleurs approximants de Padé vectoriels [27 ou simultanés [3].

Il est donc intéressant d’étudier dans quelles conditions une suite de
polynémes définie par une fonction génératrice de type a zéro, strictement
1/p (p = 2) orthogonale vérifie une récurrence d’ordre (p+ 1)

p—1
Pn+p+1(x)=(x—ﬂn+p) Pn+p(x)_ Z ’YLP+_plf—vV) Pn+p717v(x)a n>0
v=0

avec les conditions initiales

Py(n)=1, P(x)=x—p,

=2 (R2)

Pq(x):(x_ﬁq~l)Pq71(x)— Z ’Yf;:ll:;:quz-—u(x)’ zgqu
0

—
Si & est la forme linéaire canonique associée & la suite {P,(x}},50,

c’est-a-dire telle que:
F)y=1, F(P,)=0 nzl (R3)

on a la propriété suivante [6]:

£(P,P,)=0, nzmp+1,m=0. (R4)
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On dit qu’une suite {P,(x)},s,, vérifiant (R4) est 1/p orthogonale; si de
plus elle vérifie: '

#(P,P,)#0  nx0 (R5)

on dit qu'elle est strictement 1/p orthogonale. -

Une suite vérifiant (R1), (R2) et telle que y° 0 pour tout n=1[p], est
strictement 1/p orthogonale [6].

Réciproquement, une suite de polyndmes strictement 1/p orthogonale
étant donnée, par exemple a I'aide d’une fonction génératrice, vérifie-t-elle
nécessairement une récurrence d’ordre (p+1)?

On démontre dans le paragraphe 3 de la premiére partie que la réponse
est négative. Pour cela, on considére des suites de polyndmes strictement
1/p orthogonales de type A zéro [7]. Clest-a-dire définies a I'aide d'une
fonction génératrice de la forme:

G(x, )=A(t) e =) P,(x) :;—': (R6)

nz0

Pour démontrer ce résultat, on se base sur une caractérisation des suites
de polyndmes strictement 1/p orthogonales en général, puis sur une carac-
térisation de ces suites qui sont en plus de type A zéro.

Par contre, la seconde partie sera consacrée a I'étude des suites
strictement demi-orthogonales de type A zéro vérifiant soit une récurrence
d’ordre trois ou une récurrence d’ordre quatre, en mettant en évidence
toutes les suites demi-orthogonales de type A z€ro et en citant d’autres
résultats extraits de [8].

I. UNE CARACTERISATION DES POLYNOMES STRICTEMENT
1/p (p = 2) ORTHOGONAUX DE TYPE A ZFRO

0. Soit {P,(x)},¢ une suite de polynémes normalisés

n—1 .
P(x)=x"+ Y P, X (1.0.1)
. v=0 .
définis par la fonction génératrice
G(x,1)= ), ¢,P(x)t%; ¢, #0,n=0 (10.2)

nz0

et soit . la forme linéaire associée 4 la suite {P,(x)},, et définie par:

‘g(l)=a03 S’(Pn)=0, n>1 (1‘0.3)
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et considérons la fonction:

R(s, )= % (G(S’ ! )).

(1.0.4)
1—sx

LemMme 1.0.1.  Sila suite {P,(x)}, 5o est définie par (10.2), alors on a la
relation:

Gl )= Frnl’= Y 0y mG,1), m=0 (1.0.5)
nz0 n=0
ou
Fun = Cy L(x™ P(x)), mz=0,n=0 (L.O06)
o, =L(x"), nz0 (1.0.7)
el
Ct)=Y ciPrntt (1.0.8)
k>n

DEMONSTRATION.  D’apres (1.0.2) et (1.04), on a:

R(s, t)=.5£( Y (sx)™ G(x, t)) =Y ¥ (x’" Y, Pu(x) t")

mz0 mz0 nz0
=3 5"y , LX"P(x) 1"
mz0 nz0

Cest-a-dire

R(s, )= rp,s™t" (1.0.9)

mpz0
De méme d’aprés (1.0.1) et (1.0.2) on peut toujours écrire:
G(x,1)= Y, €,(t)x"
nz0

soit:

R(s, z)z,%(—_l—s; PIEAG xn>= T (1) g( x )

nz0 nz=0 l—SJC

=Y ‘gn(t)g(x" Y (sx)”’)= PIEAGID I

nz0 mz=0 nz0 mzQ
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c’est-a-dire

Ris,0)=Y 4,.(t)s" (10.10)

mz0 .

soit en comparant (1.0.9) et (1.0.10) on obtient la relation recherchée. (*)

LeMME 1.0.2. ¢(t) vérifie les propriétés suivantes:

Po(?) = cottg, (LO.11)

et la suite des moments {a,},x o de la forme & est déterminée & partir de
par l'équation

&o(1) = constante.
DEMONSTRATION.  Les conditions (1.0.3) impliquent que:
ro..=0, nx1
soit
Po(t) =ro0=Co%
d’ou (1.0.11).

Si ¢o(t) = constante c’est-d-dire

Y «,%,(t)=constante,

nz0

ce qui détermine parfaitement les moments «, de la forme ¥ a partir
de a,. (*)

1. Caractérisation des polynémes strictement 1/p (p = 2) orthogonaux

DermNiTiON 111, Soit # une forme linéaire définie sur I'espace vec-
toriel des polyndmes sur C et soit un entier fixe p (p=2). Une suite
{P,(x)},.>0 de polyndbmes est dite strictement 1/p orthogonale relativement
a & si elle vérifie les conditions suivantes:

L(x"P.(x))=0 nzmp+1,m=0 (112)
L(X"P,,(x))#0  n=0. o

On peut maintenant caractériser les suites strictement 1/p (p =2, p:fixe)
orthogonales:



LES POLYNOMES 1/p DE TYPE SCHEFFER 7t

THEOREME 1.1.3.  La suite {P,(x)} donnée par (1.0.1) ei (1.0.2) est une
suite strictement 1/p orthogonale par rapport ¢ & dont les moments sont
déterminés par (1.0.11) si et seulement si chaque $,(t) défini par {1.0.5) est
un polynéme de degré pm exactement.

Démonstration. Supposons que la suite {P,(x)} définie par (1.0.2) est
une suite strictement 1/p orthogonale relativement & .. Alors d’aprés
(I.1.3) on a: :

Pun=0 nzmp+1,m=0
(L.1.4)
g— A mz=0

et ainsi d’aprés (1.0.12):

pm
(D)=, Frynl”s  Tpm#0,m=0.
n=0

Réciproquement, soit { P,(x)} une suite de polyndmes donnée par (1.0.2)
et telle que chaque ¢,,(¢) donnée par (1.0.5) soit un polynéme de degré mp
exactement pour tout m=0. -

En particulier, la condition ¢4(¢) = const #0, détermine parfaitement la
suite {a,} et par conséquent une forme linéaire ¥ définie par (1.0.7).
L’hypothése implique (I.1.4), cest-a-dire (I.1.2) d’aprés (1.0.6). (*)

Remarque 1.14. La démonstration précédente est purement formelle; il
est facile de la justifier, en introduisant les sommes partielles suivantes:

k

Gx, )= 3% ¢, Px)1"

n=20
. q
Ru(s.0=2 (G ) 3 ("), gk
n=0
Ainsi:
k
Gilx, £)= 3, Gult) x"
n=0
Si on pose:

k
Poi() =3, o mEult), 0<m<g
n=0

alors les conditions (1.1.2) impliquent que ¢,,(¢) est un polyndme de degré
mp exactement pour m=0, 1, ..., ¢. Réciproquement, on remarque que la
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condition ¢, (t)=const, fournit les mémes relations de récurrence pour
Uo, Op, ..y %, que la condition (1.0.11). Puisque k est quelconque, la suite
{a,} est alors parfaitement déterminée & partir de a,.

Appliquons maintenant ce résultat général, pour étudier les suites de
polyndmes strictement 1/p (p=2) orthogonales définies & l'aide d’une
fonction génératrice de A type zéro.

2. Caractérisation des suites de polynémes strictement l/p (p=2, p:fixe)
orthogonales définies par une fonction génératrice de A type zéro

DeFmNITION 1.2.1. Une suite {P,(x)},5, de polyndmes est dite de type
A zéro, si elle est définie a I'aide d’une fonction génératrice de la forme:

Gx, )= A(t) = ¥ P (x) 12.1)
nz=0
ou
A=Y an  HO)=Y " (ah,#0).  (122)
nz0 nz1

Dans ce paragraphe, on donne une caractérisation des suites de
polyndmes {P,(x)},»o, strictement 1/p orthogonales a laide de deux
équations différentielles, vérifiées respectivement par les fonctions 4 et H.

Notons par J la fonction réciproque de H, soit

JH()=t

Ici, avec les notations du paragraphe 0, on a:

%.(1)= A(1) "(’) n3>0 (12.3)
Pm(t)= A(t)ng0 an+mH’:§t) m=0 (12.4)
et, d’aprés le théoréme (1.1.3), on a aussi:
(ﬁm(t.)'= Iin Foun®™s Ty 0, m=0. (Iv.2.5)
n=0
Soit, en identifiant, on aura:
§ = A0w) T anty mz0. 020

= nz0
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En posant
Bu)= 3% a,
n=z0
alors de (1.2.6), on a:
To,0
(W)=
TV

73

(1.2.7)

(12.8)

On peut toujours supposer rqo =1, cela revient a considérer une forme

linéaire % normalisée (L (1)=1).

LemME 1.2.2. Si la suite {P,(x)} donnée par (12.1) est sirictement 1/p

orthogonale, alors les fonctions B et J vérifient nécessairement:

B'(u)
B = 5PV
ou
= i riat? r1,#0
n=0
et
p—1
7 ('S o 1) 741t = Ray()
n=0
ou

R2p Z rznt _Sz(t) r272p#0.

n=0

(1.2.9)

(1.2.10)

(12.11)

(12.12)

Démonstration. D’aprés la définition de B et la relation (1.2.6) on a

pour m=1

7

i | u
Zran(u B()Z +1;J_!

n=0

et d’aprés (1.2.7), on a:

Bu)= Y a,

nz0
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d’ou
= S a0 =5,00)

d’ou (1.2.9) et (1.2.10).
Pour m=2, on a d’aprés (1.2.6)

2p
roJ"(u)= .
n§0 > B( )ngo 2 '
comme )., . ¢ %, »(#"/n!) = B"(u), alors

B//(u)— 2p 3
B(u) e Z r2,nJ (u)

n=0

soit en dérivant (1.2.9), et en remplagant B”(u)/B(u), on a:

2p

J'(u) Z (n+1) rype S (u)= Z ron () — Sp(J(u)) = Ryp(J(u))

n=0 =

d’ou les relations (1.2.11) et (1.2.12). (*)

Réciproquement, supposons que les fonctions J et B vérifient respec-
tivement les équations différentielles suivantes:

(1) S(J(u))= R,,(J(u)) (1.2.13)
2(“) S,(Jw);  BO)=1 (12.14)
ou
S,(t)= i o,t" 0,#0 (1.2.15)
=0
Ry (t)= % Pt (1.2.16)
n=90
on suppose de plus que:
P2 +0;#0. 1.2.17)

Ces conditions sont-elles suffisantes pour assurer que ¢,,(¢), donnée par
(1.2.4) soit un polyndme de degré mp exactement?
On a:

H”(t)

do(t)=A(t) Y. a, = A(t) B(H(1)) = 1.

nz0
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Ainsi, ¢q(r) est un polynéme de degré 0, d’aprés la relation (1.2.8), Ia
suite {a,},-0, étant déterminée par (1.2.7).
D’autre part de la relation (1.2.4) on a:

$ul(J(u)) = ;ld; Do 1 (J@))+ S,(J(w) ¢, (J(u)), m=1(L218)
également

_B™(u)
T

Pm(J(u)) m=0. (1.2.19)

Ainsi pour m=1, on a de (1.2.18):
¢1(J(u)) = Sp(‘](u))’

Cest-a-dire ¢,(7)=.S5,(¢). La fonction ¢,(r) est donc bien un polyndme de

degré p.
Lorsque m=2, on a toujours de (1.2.18):

d
20 (W) == ¢ (J (W) + S, (J(u)) $,(J(u)

mais, djdu ¢, (J(u))=d/du S, (J(u))=J"(u) S,(J(u)) = Ry,{J(u)) soit:
P2(1) = Ry, () + S,(1) ¢1(2) = Ry, (1) + S,%(t)‘

C’est bien un polyndme de degré 2p exactement, en vertu de 'hypothése
(L2.17).
Lorsque m=3, on a:

d
930/ (w) =—d2(J()) + S, (J(u)) $2(J(w),

or
d d ,
7 ¢2(J(u)) =% (Rop(J(u)) + S5 (J (1))
U U
= J'(u){ Rop(J(u)) +28,(J (1)) S, (J(u)) }
_ Rl (;‘,)()J'(’;';;(J WD) 4 25, (w)) Roptta)
donc: .
¢3(t)=w—)+ 38,(t) Ry(1) + S3(1). (1.2.20

S,(1)
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Ainsi, pour que ¢, soit un polyndme, il faut et il suffit que la fraction
rationelle, qui intervient au second membre le soit.
Deux cas sont possibles:

Premier cas.

r+1

Ry (1)=8,(1) ), 6,r. (L.2:21)
v=0
Dans ce cas, on a pour ¢(¢)
5(1) = (R, (1) + 38,(1) S,(1) pil 0,t"+ 8X(1). (1.2.22)
v=0

Le polyndme ¢,(¢) est effectivement de degré 3p exactement lorsque:

o3 (Bt I\ Ooss 1) ¢ (12.23)
\e, p o, 2p

Dans ce cas I'équation différentielle (1.2.13) devient:
. p+1 '
Jwy=Y 6,I'u). (1.2.24)
v=0

Ou on est amené a prendre 6, =1.

On montrera plus loin que les suites mises en évidence dans ce cas,
vérifient une récurrence d’ordre (p+1), et on étudiera dans quelles
conditions ces suites sont strictement 1/p orthogonales.

Second cas.

R,,(1)=58,(1) S,(1) (1.2.25)

n P
S,(=73 1t
v=0

On obtient alors le systéme suivant:

(n+1)p _{Zzzo(k'f'l)o'kﬂxn_k, O<ngp-—1

n+1" An

+ P +1)(n+k+I—P)0n+k+1-px,,,k, p<n<2p—1.
(1.2.26)

Dans ce cas:

#3(1) = Ry, (1) S,(1) + 35,(1) Ry, (1) + S3(2).
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Le polyndme ¢, est effectivement de degré 3p exactement, lorsque:

G, (%34— a,,) (x,+0,)#0.

Traitons d’abord le second cas.
De (1.2.18), on a:

R
¢m+1(t)=~§§’k~(t—t)l¢,’n(t)+Sp(t) ba(t), m=0. (1.2.27)

Dans 'hypothese (1.2.25), pour que ¢, () soit un polyndme, il faut et
il suffit que ¢,,(¢) soit divisible par S)(¢). Cest-a-dire:

Gl(t)=S,(t) Ppa(t), m=1 (1.2.28)
alors
Gm 1 1(1) = Rop(t) §, 1 (1) + S,() 6,,(2). (12.29)
LemMME 1.2.3. Lorsque (1.2.25) est vérifiée, pour que ¢,(t) soit un
polynéme pour chaque m> 1, il faut et il suffit que:
Si(t) = cS)(¢t). (1.2.30)
Démonstration. On a
$i(t)=S,(1), donc  @i(1)=S,(r) et 4, (=1
$x(t) =Ry (1) + 85,(1),  donc  ¢5(r) = R, (1) =28,(1) S,(1)

soit ¢5(1) = S,(t) ,:(2) avec ¢ (1) =§p(t) +28,(1), il en résulte que:
$3(1) = Ryy(1) §4(2) + S,(1) $,(1)
est un polyndme et
$5(1) = Rop(1) ¢21(1) + Ry (1) 95:(1) + S,(2) 22} + S (1) $5(1)
= Sp(O{S,(1) $21(1) + $2(1) + S, (1) 21(1)} + Ryp(1) $4(2)
donc, ¢5(1) est divisible par S),(¢) si et seulement si ¢5,(7) Test, et cela est
possible si et seulement si (1.2.30) est réalisée.

Dans ces conditions ¢5,(t) = (c +2) S,(¢) et donc ¢(t)=c+2.
Procédons par récurrence, et supposons que:

;n,r(t)=S;(t) ¢m,r+1(t)7 OSrSm—l
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avec ¢,,0(1)=4¢,(1) et ¢, ,(t)=constante, ¢, ., 1(1)=0, m=0. Alors de
(1.2.29), on a:

Bun+1(1) = Sp(1) S{1) P (8) + Rop(1) G s (1) + Sp() $(1) + S,(8) 1u1)
= Sp(){S,() um1(1) + Rop(1) $ma() + (1) + S, (1) $,1 (1)}
donc
B+ 11(1) = Bno(D) + (S,(1) + S,(1)) G101 (1) + Rop(1) (1)
supposons qu’on ait trouvé:

Do 1) =0, (1) + (B, 8,(1) + Sp(1) G (1) + Ropl(t) B 1(1)
(12.31)

alors:
Pnv (1) =0, 85, () + (ch, + 1) Sy(1) G, (1) + R (1) P 11(2)
+(0,8,(1) + S,(1)) G (1) + Rop(t) G111 (1)
=Sp(){a,,n, (1) + (cb, + 1) 4,,,(1)
+ (0, S,(6) + S,(1)) G 11) + Sp(8) P4 1(2)
+ Rop(1) fonr 1 2(1)}
donc:
s s i =(a,+b,c+1) 4, () +{(b,+1) S, (1) + S,(1)} B +4(0)
+ Ry (1) Gy 4 2(1):
Il en résulte que:
a,,1=a,+cb, +1 ;a,=1
b, 1=b.+1 shi=1
soit

b,=r

a,=1+(r—1)<1+%>.

Dans ces conditions, ou m =r la relation (1.2.31) nous donne:

B 1n(1) = UG g (1) + (MS (1) + Sp(1)) ), (12.32)
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dot ¢, 1.0 = S (O){anbum(t) + (mc + 1) ¢,,(1)} Cest-a-dire
Pmirimsrll) = (@, + em+ 1) ¢,,.(1) = a,. 1.nit). Ainsi, chague
Py 1 8), 0<r<m est divisible par S,(¢) et ¢, ;. (f) =constante.

La propriété est donc déemontree. (*)

La condition (1.2.30), s’exprime alors par:

Xy =¢0,, I<v<yp (1233

et le systéme (1.2.26) devient:

cXizotk+ ) o160, +(n+1)o, 0100, 1<n<p—1
Clec[;jO(’HF”(n+k+1)0-n+k+lfpo-p—rk7 p<n<2p—1
(1.2.34)

o+ Dpai =

et py =0 Xo-

PrOPOSITION 1.24. Lorsque R, (t)=S,(t)S,(1), chaque polyndme ¢,,(1)
est de degré pm exactement si et seulement si

o,(cm+2)#0, mz 1. (1.2.35)
Démonstration. Notons par  ¢@,(f) = K, t"" + --- et ¢,,(1) =
K, 17"V + ... d’ou aprés la relation (1.2.28)
. mk,,
pmK, =po K, 4 soit K. =
Tp

Pégalité (1.2.29) fournit alors:

mK,
Kpy1=poytt g K, =0,K, (1 +’-)-27”>
ag 4}
P r
soit aussi:

K, i=30,(cm+2)K,, mz=1.(*)

Revenons au premier cas:

ProPOSITION 12.5. Lorsque R,,(1)=S)(t) 223 ©,t", chaque polynome

&.,(t) est de degré mp exactement si et seulement si

2 1
s, (—”*—1+—— #0, m>1 (1.2.36)
g, pm

640/54/1-6
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Démonstration. On a de (1.2.18)

b= ()Y 0,0+ S,(1) bult)

d’oll avec les notations précédentes:

—@—"—“+—1—), m=1.(¥)

o, pm

Km+1=6p<

3. Determination des récurrences vérifiées par les suites {P,(x)},0

Revenons a la fonction génératrice (1.2.1)
G(x,t)=A(t) e =Y P (x)—— (1.3.1)
nz0
soit, en dérivant, cette derniére par rapport a ¢ on a:

oG [ A1)
ot I:A(t)

LEMME 1.3.1. Les fonctions A et H, vérifient respectivement les équations
différentielles suivantes:

+xH'(t)] G(x, 1). ' (1.3.2)

_A() _S,(1) Sp(1)

0" F (13.3).
o Splt)
H(t)= Ef;,(_r)' (L34)

Démonstration. D’aprés (1.2.8) et (1.2.14), on a:

A'(J(w)
AUw)

comme J'(u) S, (J(u)) = R,,(J(u)), alors:

J'(w) = S,(J(u))

_AV@) _S,(J(m) Sp(J(u)
A(J(u)) Ry (J(w))

Cest-a-dire:
LA S, Sy
A(1)  Ry(1)

d’ou (1.3.3).
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De méme on a de (1.2.13):
J(H) - S,(J(H)) = R,,(J(H)),

soit
dH _ S,(J(H))
dl R, (J(H)Y
C’est-a-dire:
o Splt)

dou (1.3.4). (*)

THEOREME 1.3.2. Les suites de polynomes {P,(x)}, o, mises en évidence
dans le primier cas, c’est-a-dire lorsque R,,(t)=S,{t) 2.2*} O,t*, vérifient la
récurrence d’ordre (p + 1) suivante:

P, 1(x)={(x—00)—n6,} P,(x)— ij [l {0+ (n—5)0,, .} P, [(x),

s=1

nz=0 (L35
ou [n];=n(n—1)---(n+1—s), s=1 et la convention [n],=0 si n<s.

Démonstration. Lorsque R,,(t)=38,(1) 3043 ,1°, les relations (1.3.3)
et (1.3.4) deviennent respectivement:

A’(l)_ S,(t) e 1
a0 - srier o HO=3mg5

Aty = )

(13.6)

et d’aprés (I.3.2)on a

aG p+1
Z O,1"=(x—S,(1) G(x, t)
Soit:
ortl p
T Pty @vt"={x—z } T P01
nz=0 v="0 v=0 n=0
d’ou

Z {Pn+1(x)+pz [n]s@SPn+1_:(x)}%

nz=0 s=1

- T {=o0) Pto)= £ Drda,p, o}

nz0

soit en identifiant, on obtient la relation (1.3.5). (*)
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THEOREME 1.3.3. Les suites {P,(x)},s0 de polynémes, mises en évidence
dans le second cas, ¢’est-a-dire lorsque :

R, ()=Sy(1)S,(t) et S,(t)=cSy(1)

vérifient une récurrence d’ordre 2p, dont les p premiers sont & coefficients
polynomiaux de premier degré. Cette récurrence est de la forme

o) =S {0+ Do (T )

v=_0

X z": (k+1)0'k+10'v_k} [n],P,_.(x)
5 ()

2p—(v+1)
x{ R L A

k=0

X P,_ (%), nz0 (1.3.7)

avec [n],=n(n—1)---(n+1—v), v=0 et les conventions [n]y=1,
[n],=0, n<s.

Démonstration. D’aprés les relations (1.3.1), (1.3.2), (1.3.3) et (1.3.4),
on a: ‘

Roy(1) 3, P +1(X)-— = {xS,(1) =S, (1) S, ()} ¥ P (X)

nz0 nz=0

et d’apres le systeme (1.2.26), R,,(¢) s’écrit:

p—1 v tv+l
Ry (t)=0,+c Z {z (k+1)ak+ldv—k}

v=0 k=0 v+1

2p—1 (2p—(v+1)
+c 2: { Z: (k'+V4_1——p)6k+v+lﬁpap~k}

v=p k=0

tv+1
v+1

En remarquant que p,=0,, en vertu de la relation (1.2.13) et J'(0)=1, et
d’aprés (1.2.30), S,() S,(t) s’écrit:

S0 S,(0)="Y. { 5+ 1) o010, 4} 7

v=0 ‘k=0

2p—1 (2p—(v+1)
+ > { Y (k+v+1—p)ak+v+1_pap_k}tv
v=p

k=0
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d’ou:
[n],+1
S{ape T | 3 droe | B e

k+1+v—p)

2p—1 n v+1 2p—(v+1)
te [n}],+1 ] %

v=p

. "
><O'k+v+1—po'pk} an('x)}m

. {2 il [—f; (k+1>ak+lavk+<v+1>amx}f>n~v(x>

nz=0 v=0
2p—1 2p—(v+1) ) P
- 2 [n]vl: Z (k+V+1—p) o-k+v+1pgp»k:! Pn—v(x)}_‘
v=p k=0 ! J

soit par identification, on obtient (1.3.7). (*)

Remargue 134. Ces formes de récurrences sont nouvelles, et
n’apparaissent pas par exemple dans le cas de Vorthogonalité, c’est-a-~dire
lorsque p=1.

4. Conclusion

D’aprés le théoréme (I.3.3), on peut énoncer maintenant le résultat
suivant: Une suite {P,(X)},-o, de polyndmes strictement 1/p (p=2)
orthogonale relativement a une forme linéaire &, ne vérifie pas
nécessairement une récurrence d’ordre p + 1.

II. ETUDE DES POLYNOMES STRICTEMENT DEMI-ORTHOGONAUX
DE TYPE 4 ZERO

On va utiliser maintenant les résultats de la caractérisation précédente
pour faire une étude plus approfondie des suites {P,(x)}, 5, lorsque p=2,
en déterminant toutes les familles de polyndmes demi-orthogonales, et en
citant quelques résultats extraits de [8].

1. Etude des polynémes strictement -demi-orthogonaux vérifiant une
récurrence d’ordre trois

COROLLAIRE DU THEOREME 1.3.2. Lorsque R,(t)=S85(¢) 33_,8.,¢", les
suites de polynémes {P,(x)},s, vérifient la récurrence d’ordre trois:

P, s(x)={(x—00)+ (n+2)a+B+7)} P, 2x)
—(n+2){o + (n+ D)(af+oay+py)} P,y i(x)
—(n+ 1) (n+2){o,—nafy} P,(x); n=0
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avec les conditions initiales:

Po(x)=1; P(x)=(x—0o); Pz(x)=(x—00)2+(a+ﬁ+y)(x—ao)—al.
ProposITION I1.1.1. I/ existe neuf familles de polynomes strictement

demi-orthogonales vérifiant une récurrence d'ordre trois.

Démonstration. D’apreés les relations (1.3.6), on a:

1
140,t+6,2+0,¢

H(t)= (ILL1)

A'(1) o5+, t+0,1°
A(l) 1401+ 0;82 40,1

(IL1.2)

Soit, en écrivant:
146,14 0,7+0;0° =(1—ar)(1—r)(1—y1)
on distingue les cas suivants:
(A) a=p=y=0;(0,=0,=0,=0)
(B) a=p+#0; (y=0,=0)
(C) a#0, f=y=0; (8, #0, 6,=0,=0)
(D) a#p#0,y=0; (6,#0, 6;=0)
D1 «a et B sont deux racines réelles
D2 o et B sont deux racines conjuguées
(E) a=p=y#0; (6;#0)
(F) a=p#y; (6,#0)
(G) a#p#y; (6;+#0)
G1 o, B, et y sont réelles
G2 une racine réelle et deux racines conjuguées.
Déterminons maintenant les couples de fonctions (H; A) dans chacun
des cas énumeérés ci-dessus en remarquant que H(0)=0 et 4(0)=1.

Pour plus de clarté et desprit pratique, ces couples (H; 4) seront
représentés dans le tableau suivant (tableau I).

Remarque 11.1.2. (1°) Les trois suites mises en évidence dans les cas
E, F et G sont inédites, et ne se réduisent pas aux polynOmes de Meixner
lorsque 0,=0, [4]. |

(2°) Par contre, les polynémes mis en évidence dans les cas A4, B, C
et D généralisent respectivement les polyndémes de: Hermite, Laguerre,
Poisson—Charlier et Euler.
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Tableau I
CAS H(f) A1)
o [
A 1 —\ oot+—=t —2t3\
exp { (ao 3 + 3 /
t Ry o, | 0o+ (0,/a) + (0/07)
_ )~ e+ oy [ R P Bt At SR - A
1—ot (1 —at) exp oc2[+ 1—at
1 1 1 o 4
c IL 1— tl/a(ao+(ul/u)+{ay¢l) 2z 224,,%,
o Og(l—az) (1—ar) exp o 0‘+zx +2a
D 1 Log {—at e—(«njﬂﬁ)t (1 _ Bt)Vﬂ(doﬂ*rﬂ + (o BN/ (B —a))
B—o 1Bt (1 ___at)l/aidoa+a|+(z72/n())
2 H
(1 —at)? exp {[%“ﬁ%{iﬁ
E 142—1)
2(1—1)*
25,0 11— (a/2) 1)
Y I BTt B ek S S el )
T et (l—w)?
ot 1 2 2 2
{—%——";5.1_;—0:1 (1 _m)id)jar (v — 20} — {61 — opy){a—y) {1 — .yt)(wo+ﬂ+(az/v>)/(m—7)
F 3
1 — o\’ | rota tloyay | 1
+Log(1_w> *exp “—y (=T
Log{ (1 — o) === == ( _at)(rmom+azu“>/(a—ﬁnu—n
G X (1 — ey~ P —axs =2 x (1 — frypeo+er+ o™ uis—axs =
% ([ _yt)*y/((y~m>(vfﬁ))} x (1 _yt)(d00+6l +ﬂz‘f_')/((7—u)(7—ﬁ))

(3°) On peut démontrer que les suites de polynémes mises en
evidence dans les cas 4, B, C, D et E vérifient soit:

—une équation différentielle d’ordre 3 ou
—une équation aux différences finies d’ordre 3, voir [81,

gqwon récapitulera dans le tableau suivant (tableau II).

Remarque 11.1.3. L’équation aux différences finies vérifiée par la suite
de polyndmes dans le cas D, généralise celle obtenue par Meixner [4] dans
le cas de P'orthogonalité.

2. Etude des polynomes strictement demi-orthogonaux vérifiant une
récurrence d’ordre quatre

COROLLAIRE DU THEOREME 1.3.3.  Lorsque R4(t)= S5(t) §x(1) et Sy(t) =
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Tableau II

CAS Equation différentielie “oun aux différences finies”

>

6, PP+ a, Py —(x—a4) P,+nP,=0; nz0

{02 (x —a¢) — g, ~ 042} PI(x)+ {2a(x—06y)— 0, + 02} Pl(x)
+{(x—0go)—(n—1)a} P(x)—nP,(x)=0; n>20

{a¥(x—0¢)—0ao, —0,+ 203} A2P (x)+ {20(x —6y) — 0, + (4 —n) &*} 42P,(x)
+{(x—g¢)+2(1 —n)a} 4,P(x)—nP,(x)=0; n=0

{aX(x—0¢) —ao,+ 02+ 2a*(x—B)} 4], P,(x)
+{20(x ~a¢)— o +a[(4—n)a+ (n—3) 1} 4,7, P.(x)
+{x—0)+ (1 =n)Q2u— )} 4, _pP.(x)—nP(x)=0;n20

E  hy(x, 1) POAX)+dhy(x, 1) P,(x)+ 20h,{x, n) Py(x)—naP,(x)=0

w

@]

o

CS5(t), les suites de polynomes {P,(x)},so vérifient la récurrence d'ordre
quatre

P, y(x)={(x—00)—nc} P,(x)

+n {22(x—ao)—al—(n_ l)c<o'1 +26200)} P, (x)
g, o

2 !

n—2

—n(n— 1)% (6, +20,) (1 + c) P, (x)

n—3

—2n(n—1)(n—2)g_—§<1+ c>Pn*3(x), n=0

et Py(x)=1.
ProrosITION 11.2.1. Il existe cing familles de polynémes strictement

demi-orthogonales vérifiant une récurrence d’ordre quatre.

Démonstration. D’aprés la relation (1.2.34), R,(¢) s’écrit de la manicre
suivante:

R(=0, 10,2 (1+224) 1+224) 41 I
4 —0'1 20'11‘ +0__1t +X0t +'&‘1‘t + ( .21)

et les relations (I1.3.3) et (I.3.4) nous donnent

14+ 2(0,/0,)t
(¢/2) o1 2*(1 + (02/0,) 1)* + xot(1 + (0,/0,) 1) + 1
A (1+2(64/6,)) 0o+ 011+ 01)
A1) (¢/2) o1 %(L+ (05/0,) 1) + xot(1+ (a/,) 1)+ 17

H(t)=

(11.2.2)

(11.2.3)
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Soit en posant z=1t(1+ (6,/a,) t), on obtient:

avee

4

5 6,22+ yoz+1=(1—2z,2)(1 ~z,2),

Zi+2z,=— Y%, et zlzzz—;—al. (I1.2.4)

De méme, on peut écrire:

-ziz=l-z-2, 2 2= (1=& )1 —n,0)
1

l—zzz=l——zzt—zz%t2=(1—izt)(l—fizf)s
1

ou
Citni=2zy; Crtm=2z,
o g,
51’11=_21;j‘; éz’lz"—”“zz;—l~
Ainsi on a:
2
£0112<1+2t> +x0t(1+f—zt>+i
2 g,y oy
=1 =& )1 —ny ) (1 = &)1 —1,1) (11.2.5)
Tableau I1I
CAS H(t) A1)
K 1+2p exp{—g—lHZ(t)wasH(t)}
a, 2
P oLV L (U +z,H)2expd - Zvo H(t)}
=& 00 —m0) ‘ B I PRAL) R ¢
M T Log{(1- &)1 &0} exp{%—(%oo)ffu)—%e-“m”}
Log
Zy— 2,

Z,—2, —o1/z123
exp{ —ao H(t
{(142[)(1_»120} <Zl"zz”“)‘228'“”‘”) P )

(I=&i(1—n 1)
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Tableau IV

- CAS Equation différentielle

doy0, P (x)~ (80,x—02) PO (x) +2 {2?x2-01x+ 2n—13) 02} Pi(x)
1
K :
+{x2~2(2n—1)£3x+(n—1)61} P(x)—n {x—(n+ 1)?} P (x)=0,n=0
1

1
L 800 PO+ g3(x) POx)+ g5, 1) Pr(n) + g1(x, n) Pifx)
+g0(X,n) P,,(X)=0, nz0

ce qui nous donne les cas suivants:
(K) ¢ec=x0=0; ({1=m=E&=1,=0)
(L) ¢#0,c# —2/m mz=1,z,=z,¢et & #n,
(M) ¢=0, anéO, (Ca=m=0)et & #n,
(N) ¢#0,c# —2/m m>=1letz #z,
N1 z, et z, sont réelles
N2 z, et z, sont complexes. (*)

Remarque 11.2.5. On n’a pas considéré les cas ou £, =#, car on se

raméne 4 I'un des cas paragraphe précédent.

Déterminons maintenant les couples de fonctions (H; A) dans les cas

cités ci-dessus, qu'on représentera dans le tableau (tableau III).

Remarque 11.2.3. On peut démontrer [8] que les suites mises en
évidence dans les cas K et L vérifient respectivement une équation différen-

tielle d’ordre 4 (tableau TV).

3. Détermination des fonctions poids pour les suites {P,(X)},5¢

Notons par ¥(x), la fonction poids lorsqu’elle existe pour la suite des

polyndmes {P,(x)}, alors on a:

Tableau V

K A(J(H)) ! =l +ooll
A(J(H)) ' = (1 + z, H)=oV4 el + oo

=

M A(J(H)) '=exp {% (z,H—1+e7%) + GOH}
1

N A(J(H)) 1= H Thek: NI M
(J(H)) ™' =exp(oo H) x W




Tableau VI

CAS A(J(H)) ! Fonction poids Equation differentietle

AP™ + B(x) P
1 elov2)H’ Y'(x)=e— <1 +C(x, n) P} +D(x,n) P,
+D(x,n) P,+E(x,n) P,=0

Z,>0:

— 1 (UZpx/Z1.  _ _
|/1’(x)={( x+(a,/Z,)) e N [e s B O'l/Zl g4(x, ’l) PL°’+g3(x,n) PLS)

HLA  ew/H(] 4 Z, )~ V2 0 —0/Z,<x< +o0 + go(x, 1) P + g,(x, ) P,
Z,<0: + go(x, n) P,=0
Vx)= 0; —w0<x< —0,/Z,
B (x——al/Z‘)"*“"/zf‘ e¥ %, —0/Z,<x <00

Y(x)=cste sauf x, = +%—Z,n (n=0,1,.)

I ex {———a'—-—+e"2'”)} !
PYZZZ, H-1 D4 0)— Y —0) = 1 <Ul)n

nl\Z}
-B1-Soit (Z,| > |Z,]

W(x) = cste, sauf x, = —%— (Z1—Zy)m (n=0, 1, ..)
1

= Z,\" (kyZ,2,
Z, -2, }m/Z‘zz ‘l’(xn‘o)—*ﬁ(x"—O)—(—.Z_l) ( i )

IVB (o
{Zle“zl”— A -B2- Soit Im(Z,) > Im(Z,)

Z2 xHZ)—Z3) x. 7,
x)=| —5* r +
Vi) ( Z,) Z:-Z,  Z4Z,- 7))

()

<7

xI 4 il 1 — 0 <X < 00;
ZI_ZZ ZI(ZI-ZZ) ’ ’

YHAJAHOS 4dAL 30 df] SINQNATOd ST

68
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LemME IL3.1. La fonction poids y(x), lorsqu’elle existe vérifie la relation

E: ™ dh(x) = s J( ) f (%), (I.3.1)

Démonstration. En multipliant la relation (1.2.1) par y(x) et en
intégrant dans lintervalle — oo <x < 00, on a:

a0 [ e ay =TT P T dp

— o0 — 0 n=0

=3 {7 P dn//(x)};—';

nz0

Comme

jm P(x)dp(x)=0, nxz1

car la suite {P,(x)},so est strictement demi-orthogonale alors,

4@ [ e apx) = [ dpio,
soit

[ e ape) = [ g, )
e x)= x
—® AUJH)) !

Remarques 1132, (1°) D’aprés la relation (IL3.1), on constate que la
fonction poids dépend de la nature de la fonction A4, ce qui donne comme
fonction pour chacun des cas précédents (tableau V).

(2°) Les fonctions A(J(H))~! obtenues dans chacun des cas
précédents, sont exactement celles obtenues par Meixner [4] dans le cas
des suites orthogonales.

(3°) En considérant donc o,>0 (et en prenant c,=0, ce qui est
toujours possible, on obtient les mémes fonctions qu’on récapitule dans le
tableau précédent (tableau VI).
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